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Настоящая работа посвящена описанию конечных 
групп, имеющих точное транзитивное нерегулярное под­
становочное представление с единственной (с точностью 
до эквивалентности) неодномерной неприводимой состав­
ляющей, причем эта неприводимая составляющая имеет 
степень р, где р — простое число. Конечные группы, 
у которых регулярное представление содержит только 
одну (с точностью до эквивалентности) неодномерную не­
приводимую составляющую, рассматривались в работах 
[1—3]. Всюду ниже рассматриваются только конечные 
группы и их представления над полем комплексных чисел. 
Терминология и обозначения, касающиеся групп подста­
новок, соответствуют принятым в книге [4]. 

Основным результатом данной статьи является сле­
дующая 

ТЕОРЕМА. Транзитивная нерегулярная группа подста­
новок имеепСтолько? одну'(с точностью до эквивалентности) 
неодномерную неприводимую составляющую, причем про­
стой степени р тогда и только тогда, когда она либо 
2-транзитивная группа степени р + 1, либо транзитив­
ная группа степени 2р,, изоморфная одной из следующих 
групп: 

а) р Ф 2, группа Фробениуса с элементарным абеле-
вым ядром порядка 2т (т — показатель, которому при­
надлежит 2 по модулю р) и дополнительным множителем 
порядка р; 
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б) р Ф 2, прямое произведение группы Фробениуса из 
пункта (а) и группы порядка 2; 

в) р = 2, силовская 2-подгруппа симметрической груп­
пы 5 4 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы проведем в несколь­
ко этапов. Пусть G — транзитивная нерегулярная группа 
подстановок степени п. Мы будем рассматривать ее как 
собственное подстановочное представление с характером я . 
Пусть %i = 1G, %27 . . ., Xfr+i ~ неприводимые составляю­
щие характера я , причем Хъ . . ., %h. — одномерные 
характеры, а %к+1 — характер /^-мерного представления. 
Кратность %t в я обозначим через et. 

Положим N = fliLi ker%j, где ker %t — ядро харак­
тера xt-

П р е д л о ж е н и е 1. Группа G либо 2-транзитив-
ная степени р + 1, либо п = 2р и N нормальная элемен­
тарная абелева 2-подгруппа группы G индекса р.. В послед­
нем случае к = р, ек+1 -= 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что N — 
абелева группа. Тогда ограничение характера Xfr+i на N 
есть 

Resiv x m = * + г|*» + . . . + ф Ч 
где i|) — неприводимая составляющая характера 
Res;v Xfc+ъ #2> • • ., £р — представители смежных классов 
G по подгруппе ЛГ* — группе инерции характера г|?. 
Как известно, существует одномерный характер 9 группы 
N* такой, что Resxv9=\ |) и Indjv* ( 9 ) = Xfr+ь где Ind%* (9) 
обозначает характер группы G, индуцированный харак­
тером 9 подгруппы TV* (см. [5]). Пусть 

1паГ(^)=20)
е-

где 9̂  — неприводимые характеры N*. Кратность 9^ 
в Ind$* (г|?) равна кратности я|? в Resw 9j. Если ResGa^>G: 
Е= ResGa 8г, то l G a G R e s G a 9 j . Следовательно, Indjv* (0f) 
содержится в я , т. е. Ind^* (9*) — х*+ь а в* — одномер­
ный характер группы 7V* и г|5 = Resjy 9г. Теперь нетрудно 
показать, что в Ind$* (i|?) входит \ N* : N \ — kip одно­
мерных характеров 6г группы iV* таких, что Res iv9j=\ | ) 
и Ind$* (8*) = Xfr+i- Поскольку Ind^* (Qt) ф Ind^* (fy)» 
если 9* =й= 9у, то к ~ р. У нас Res# Х т === ^ + Ч ) Й " + 
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I . . . + I|TP. Подгруппа N имеет р орбит, г|г* и yjff при 
i ф j не могут входить в одну и ту же транзитивную со­
ставляющую подгруппы N, а каждый одномерный харак­
тер имеет в транзитивной составляющей подгруппы N 
кратность 1, поэтому кратность %fr+i в я равна 1, т. е. 
ек+1 ;= 1. При этом степень п группы G равна 2р, а так как 
| G : N | = р, то | N : Ga \ = 2 и все орбиты JV имеют 
длину 2, откуда следует, что N — элементарная абелева 
2-группа. 

Если N — неабелева группа, то Resjy Хы —- непри­
водимый характер подгруппы N, a XfXk+i (£ = 1 , 2 , . . . 
. . ., к) —попарно неэквивалентные неприводимые ха­
рактеры группы G (см. [6, предложение 1.2]). Легко про­
верить, что XfXk+i входят в я при любом £ = 1 , 2 , . . . 
. . ., к. Значит, к = 1, т. е. я содержит одну одномерную 
составляющую и одну р-мерную кратности е2. 

р*2 делит fts~2-(ll. пЛ (см. [4, теорема 30.5]), где 
/гх = 1, щ, . . ., ns — длины орбит стабилизатора точ­
ки Ga', 

п=%^гщ= 1 + е2-р, 5 = 1 + е\. 

е2 TTS 

Значит, р 2 — ps_1 делит Ц щ. 
г=>1 

С другой стороны, 

Отсюда легко следует, что s = 2 и е2 = 1. 
Значит, я = 1G + Ъ, а ^ — 2-транзитивная группа 

степени /? + 1. 
Всюду ниже будем считать, что р Ф 2. 
П р е д л о ж е н и е 2. Если п = 2р, mo G одна иг 

двух следующих групп: 
(а) группа Фробениуса с элементарным абелевым ядром 

порядка 2* и дополнительным множителем порядка р\ 
(б) прямое произведение группы Фробениуса типа (а) и 

группы порядка 2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Z (G) = 1, то очевид­

но, что G — группа Фробениуса с ядром N. 
Пусть Z (G) Ф 1. Ясно, что Z (G) выделяется в G пря­

мым множителем. Поэтому G = G X Z (G), где С -
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группа Фробениуса. Так как | N : Ga | = 2 и \ Z (G) f] 
П ^ а 1 = 1 , ТО 

I Z (G) | = 2. 
Согласно предложению 2 при я •= 2р G либо группа 

Фробениуса с элементарным абелевым ядром, являющим­
ся 2-группой, и дополнительным множителем порядка /?, 
либо прямое произведение указанной группы Фробениу­
са и группы порядка 2. Поскольку эти группы имеют не­
приводимые представления лишь степеней 1 и р, то мы 
полностью опишем интересующие нас группы, если най­
дем условия, при которых группы, указанные в предло­
жении 2, имеют точное нерегулярное транзитивное под­
становочное представление степени 2р. 

Утверждения следующего предложения хорошо из­
вестны. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть G — группа Фробениу­
са с элементарным абелевым ядром N порядка 21 и допол­
нительным множителем Р простого порядка р. Пусть 
т — показатель, которому принадлежит 2 по модулю р. 
Тогда верны следующие утверждения: 

1) каждая минимальная нормальная подгруппа группы 
G лежит в N и имеет порядок 2т. Каждая собственная 
нормальная подгруппа G есть прямое произведение мини­
мальных нормальных подгрупп', 

2) если т Ф t, то каждая подгруппа индекса 2 из N 
содержит нетривиальную нормальную подгруппу из G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Из предло­
жения 1 следует, что либо G 2-транзитивная степени 
р + 1, либо п ;= 2р. Если р = 2 и п — 4, то легко про­
верить, что G — силовская 2-подгруппа симметрической 
группы £4. 

Пусть р Ф 2, п = 2р. Согласно предложению 2 G 
либо группа Фробениуса с элементарным абелевым ядром 
порядка 21 и дополнительным множителем порядка р, 
либо прямое произведение указанной группы Фробениуса 
и группы порядка 2. 

Выясним условия, при которых группа типа (а) пред­
ложения 2 имеет точное подстановочное транзитивное 
представление степени 2р. Легко видеть, что для сущест­
вования такого представления необходимо и достаточно, 
чтобы в N имелась подгруппа Н такая, что | N: Н \ = 2 
и p\g<=zGg~iHg = 1. Согласно предложению 3 для этого 
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необходимо и достаточно, чтобы | N | = 2 т , где т — пока­
затель, которому принадлежит 2 по модулю р. Следова­
тельно, группы типа (а) теоремы и только они являются 
группами Фробениуса с элементарным абелевым ядром, 
являющимся 2-группой, и дополнительным множителем 
порядка р, имеющими точное транзитивное нерегулярное 
подстановочное представление_ степени 2р. _ 

Пусть теперь G = Z (G) Xjff, где | Z (G) | = 2 и G — 
группа Фробениуса с ядром Аг и дополнительным множи­
телем Р. П у с т ь Я < ДГ | N: Н | = 2 и Н_ф N. Тогда 
N *= # • N и | N: H f]_N | = 2, т. е. Я f| /V - подгруп­
па индекса 2 группы N. Следовательно, | J\̂  | = 2m , m — 
показатель, которому принадлежит 2 по модулю р, так 
как в противном случае Н f] N содержит нормальную под­
группу группы G (согласно предложению 3) которая, 
очевидно, будет нормальной подгруппой G. Пусть | N \ = 
= 2W. Предположим, что в Я имеется нормальная под­
группа S группы G. Тогда S f] N — 1 и, следовательно, 
| S | = 2, т. е. S = Z (G). 

Покажем, что Я можно выбрать так, что представление 
группы G подстановками смежных классов по Я будет 
точным. Пусть щ, . . ., пт — образующие подгруппы N 
и z — образующая группы Z (G). Ясно, что N = N + 
+ z*N. Положим Я = <тг1? . . ., rcm_i, z • пту. JIej?Ko 
видеть, что пъ . . ., ram_b z-nm — независимы, Я Ф N и 
Я > Z (G). Следовательно, 17V: Я | = 2 и П г " 1 ^ •= 1-

Таким образом, группа типа (б) предложения 2 имеет 
точное транзитивное нерегулярное подстановочное пред­
ставление степени 2р тогда и только тогда, когда она имеет 
вид, указанный в пункте (б) теоремы. 

Автор благодарит В. Д. Мазурова за полезные заме­
чания. 
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